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Resumen

En este trabajo tedrico formulamos soluciones al problema de
la Estimacion del Movimiento Coherente tomando como referen-
cia funciones de coste que integran variables binarias de decisién
y parametros continuos. Ello se plantea por un lado desde técni-
cas basadas en Annealing Determinista, y por otro, desde enfoques
propios de la Computacion Evolutiva. En ambos casos se propone
la integracion de la busqueda de variables binarias con el descenso
por gradiente en el espacio de parametros.

Palabras Clave. Problema de Correspondencia, Minimizacion de
Energia, Computacion Evolutiva, Annealing Determinista.

1 Introducciéon

La progresiva formulacion de funciones de coste en las cuales se inte-
gran variables de decision binarias y parametros continuos, ha permitido
aportar soluciones a problemas de naturaleza combinatoria en el area de
la Vision Artificial y el Reconocimiento de Patrones. Dicha integracion
repercute beneficiosamente, en la mayoria de los casos, en mejora de la
eficiencia del procedimiento de busqueda, ya que la toma de decisiones
binarias permite acotar la busqueda en el espacio de parametros. En
esta contribucién analizaremos dicho efecto tomando como problema
de referencia la Estimacién del Movimiento Coherente. Propondremos
soluciones desde dos puntos de vista. En primer lugar aplicaremos los



resultados recientes en el ambito del Annealing Determinista y, a contin-
uacion plantearemos como alternativa la Computacion Evolutiva para la
gestion de las variables de decision.

2 Formulacion del Problema

La Teoria del Movimiento Coherente! [9] [10] [11] aporta una formulacion
del Problema de la Correspondencia entre dos conjuntos de puntos o de
caracteristicas {x;} y {y;},coni,j € {1,2,...,N} extraidas de imagenes
sucesivas, en términos de la minimizacion restringida de la siguiente
funcion de coste o energia:
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El primer término incorpora una métrica de similitud entre la variacion
discreta de las caracteristicas y el campo de movimiento continuo v (x)
sobre x;. El conjunto {V;;} define una matriz de correspondencia V cuyos
elementos son variables binarias de decision de manera que V;;j = 1 siel
punto x; se corresponde con y;,y V;jj = 0 en caso contrario. La decision
de asignacion 6ptima es aquella que minimiza la energia global al tiempo
que satisface las restricciones de asignacion uno-a-uno:
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es decir, la matriz de correspondencia es una permutacion (matriz cero-
uno cuadrada cuyas filas y columnas suman la unidad). Con respecto a
la Teoria de la Funcion Minima 2 [7] se incorpora como objetivo la extrac-
cion de un campo de movimiento a partir de la interpolacion del cam-
po generado por la correspondencia. Por este motivo el segundo térmi-
no penaliza campos no-uniformes suavizando el resultado al restringir,
al igual que en [4], su variabilidad local siendo D?"v (x) = V2"v(x) y
D2"+ly(x) = V(V2"v (x)). El rango de dispersion local permitido esta
modulado por la desviacion ¢ de manera que si ¢ — 0 obtenemos la
teoria de Ullman. La principal aportaciéon es la integracion de la toma
de decisiones locales de correspondencia, usualmente binarias, y la esti-
macion de parametros de movimiento en toda la region.

11.ong Range Motion Coherence Theory.
2Minimal Mapping Theory



3 Annealing Determinista

La aplicacion de métodos inspirados en la Fisica Estadistica, tales como
el Annealing Determinista [2], mejora la robustez del proceso de mini-
mizacién frente a minimos locales. Se trata de transformar el proble-
ma restringido discreto-continuo original en un problema no-restringido
continuo. Si aplicamos los resultados obtenidos en [12] y [3] al problema
que estamos tratando, la nueva funcién de referencia es
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La matriz de correspondencia se ha transformado en una matriz doble-
mente estocdstica (matriz cuadrada cuyos elementos son positivos y la
suma de filas y columnas es la unidad) lo cual implica imponer restric-
ciones de no-negatividad por unlado, y de asignacion por otro. Lo primero
se garantiza incluyendo una funcion barrera o término de entropia Zjl-\,] j-1VijlogVi;
controlado por el parametro > 0 que modula el grado de convexidad de
la funcién. El cumplimiento de las restricciones de asignacion se garanti-
za mediante los dos términos siguientes que estan influenciados por los
multiplicadores de Lagrange ; y v;.

Por tanto el objetivo es encontrar un punto de silla de la funciéon de coste
(minimizar con respecto a V y v(x) al tiempo que se maximiza dicha
funcion con respecto a u y v) y todo ello para cada valor de . Se ha
establecido [5] una relacion directa entre la busqueda, usualmente inefi-
ciente, de los multiplicadores mediante ascenso por gradiente y el pro-
cedimiento debido al teorema [6] segun el cual una matriz doblemente
estocastica puede obtenerse a partiv de cualquier matriz cuadrada cuyos
elementos son positivos, mediante un proceso iterativo de normalizacion
alternativa de filas y columnas.

El algoritmo resultante consta de un proceso global de Annealing Deter-
minista en el que se incrementa progresivamente el parametro S (inversa
de la temperatura). Para cada valor de 8 se actualizan en primer lugar las
variables de correspondencia (algoritmo SoftAssign) mediante una asig-
nacion probabilistica (la exponenciacion garantiza la no-negatividad de
las variables de decision).

El proceso iterativo de normalizaciéon de filas y columnas de compleji-
dad cuadratica con respecto a N (proceso de Sinkhorn) permite obtener
la correspondencia 6ptima para dicho valor de 8. A continuacion, una
vez obtenidas las nuevas variables se procede a actualizar el campo de
movimiento mediante métodos variacionales. En este sentido, en la prac-
tica el término de suavizado se reduce a 2\"72 Jo, IDV (x)|?dx con lo cual
el proceso iterativo se basa en la aplicacién de las ecuaciones de Euler
sobre la funcién de coste original.



Movimiento Coherente: Annealing Determinista
Inicializacion:
B = Bo, v(x) = vo(x), Vij = 1+¢€
Annealing Determinista: Mientras f < B
SoftAssign: Mientras No-Convergencia (v(x))
Vi, je{1,2,...,N}
Qij = =~y (xi) - (g = x) P
Vij — exp(BQij)
Sinkhorn: Mientras No-Convergencia (V)

Actualizar V Normalizando Filas

Vij = =w4—,Vi,j € {1,2,...,N}

- TN
21 Vij

Actualizar V Normalizando Columnas

Vij — <xi—,Vi,je {1,2,...,N}

- Sty Vij
Actualizacion del Campo de Movimiento

v(x) — v(x)+ 7”15%’(”;)"”

B‘_Brﬁ

Un aspecto central en este método es el impacto del proceso de annealing
sobre los elementos de la matriz de correspondencia. A medida que se
incrementa S (con un factor ,) las diferencias entre la mejor entrada y
las demas se acentuian de manera que en el limite (8 — o) obtenemos
matriz de correspondencia de tipo permutacién. A medida que progresa
el método el algoritmo de correspondencia (SoftAssign) obtiene mejores
propuestas del campo de movimiento entre caracteristicas lo cual facilita
la interpolaciéon del campo y resulta de gran utilidad para aplicar el paso

variacional.



4 Computacion Evolutiva

Como planteamiento alternativo proponemos sustituir el esquema de an-
nealing, concretamente la parte dedicada a SoftAssign, para gestionar la
generacion y evolucion de una poblacion de soluciones candidatas hasta
alcanzar un minimo global [1]. En este sentido pensamos que resulta in-
teresante incorporar los resultados formales aportados para problemas
similares tales como el Problema del Transporte [8]. El principio basico
de este método es mantener, en paralelo, una poblacion P de soluciones
candidatas (matrices de correspondencia binarias) que son evaluadas en
términos de su coste con respecto a la funciéon original E[V,v(x)], y so-
bre la que se aplican operadores de variacion (mutacion y recombinacion)
y seleccion.

La poblaci6n inicial,Py, de tamafo u constante durante el proceso, viene
dada por un procedimiento orientado a introducir el maximo niimero de
ceros posible y cuyo funcionamiento comentaremos junto con el del op-
erador de mutacion. Este procedimiento genera un vértice de la frontera
convexa delimitada por las restricciones de asignacion. A partir de este
punto, fijamos un campo de movimiento inicial vg(x), evaluamos Py y
entramos en un proceso de minimizacion evolutiva.

A partir de una poblaciéon P;, cont > 0, el operador de recombinacion esta
basado en el cruce aritmético: a partir de dos padres V¥ y V! (que satis-
facen las restricciones y son seleccionados al azar) se generan dos hijos
Xkl e Ykl de manera que: XK = aVk+ (1 —x)Vle YKl = aVi + (1 — ) VK
de manera que x € [0,1]. El efecto de este cruce es generar dos hijos
que también satisfacen las restricciones ya que estas definen un conjun-
to convexo. El resultado es la poblacion P/

A continuacioén se aplica un operador de mutacion sobre P; mediante
un procedimiento de reparacion de admisibilidad. Dicho procedimien-
to consiste en extraer de cada individuo V} una submatriz WY a partir
de dos conjuntos de indices (relativos a filas y columnas). Se calculan
los nuevos limites para las restricciones de asignacion (sumas de filas y
de columnas en la submatriz). Sobre Wtk se aplica un procedimiento de
inicializacion que consiste en visitar en un orden aleatorio (distribucion
uniforme) todos los elementos de Wtk y ajustar su valor en funcion del
valor actual de la suma de elementos en la fila y columna considerada.
El ajuste de un elemento restringe el de los elementos que figuran en su
misma fila y columna. Como resultado, las restricciones locales de asig-
nacion se ajustan a los limites especificados para Wg‘. La reinsercion de
los elementos de la nueva submatriz en la matriz original garantiza que
la mutacion preserva las restricciones globales.

La seleccion se realiza mediante un criterio de proporcionalidad con re-
specto al coste de la decision una vez fijado el campo de movimiento.
Seleccionamos y individuos de P; U P/ de manera que la poblacién re-



sultante permanezca constante.
Finalmente en cuanto al criterio de convergencia detendremos el proceso
cuando no observemos mejoras significativas en la calidad de las solu-
ciones generadas.
Una vez que converge el proceso de decision actualizamos el campo de
movimiento. Para ello tomamos como referencia el mejor de los indivi-
duos.
Movimiento Coherente: Computacion Evolutiva
Inicializacion:
Py — {V§h k€ {1,2,...,u}, v(x) = vo(x),t — 0
Mientras No-Convergencia(v (x))
Computacion Evolutiva: Mientras No-Convergencia(P;)
Recombinacién en P
XK — oV + (1 -0V}
Y — oV + (1 - o) VE
Pl — Pl u (XKL Yk
Mutacion en P/
Wtk - SubMatriz(Vtk)

pI" — Repm’ar(Wtk,PtT)

Seleccion en Py U P["

exp(—E[{V}},v(x)]) )

. m
Pi 1 < Seleccionar (Pt u P, ST esp(CELIVE o))

t—t+1
Actualizacion del Campo de Movimiento

v(x) < v(x)+ 7‘15%’(“;)")]



Conrespecto al planteamiento previo de Annealing optamos por la gestion
de una poblacion de matrices de correspondencia. En términos genéricos
ese esquema es trasladable a otros problemas (p.e. emparejamiento de
grafos) caracterizados por funciones de coste con similares caracteristi-
cas siempre y cuando las restricciones determinen un conjunto convexo
como en este caso.

5 Conclusiones

En cuanto al problema de Estimaciéon del Movimiento Coherente apor-
tamos dos planteamientos de solucion, Annealing Determinista y Com-
putacion Evolutiva. Ambos esquemas se diferencian en la gestion de las
variables/matrices de correspondencia pero comparten el uso de dichos
procesos de busqueda para simplificar la estimacién/interpolacion del
campo de movimiento continuo. En futuros trabajos realizaremos estu-
dios comparativos acerca de la eficiencia relativa de ambos esquemas.
En este sentido cabe destacar el interés de incorporar, en ambos casos,
un mecanismo de multirresolucion que complemente la acotacion de la
busqueda de parametros de movimiento.
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